Problem parketiranja

Stanko Bilinski

U Spiljama, koje je prije mnogo desetaka tisuéa godina nastavao pracovjek, moZe
se Cesto nai¢i na crteze urezane u kamene stijene. Ti primitivni crteZi predstavljaju
obi¢no ili dogadaje iz svakidaSnjeg Zivota pracovjeka ili neke Zivotinje kao mamute,
divlja goveda, medvjeda i slicno. Ve¢ u ta pradavna vremena opaZa se potreba covjeka
da prostorije u kojima boravi budu ne samo udobne nego i lijepe. Dakako da se s
postepenim druStvenim napretkom, a time i razvojem covjecje kulture i ta potreba za
lijepim sve viSe zapaza. Od primitivnih crteZa urezanih u kamen iz davnih prethistorijskih
vremena postepeno nastaju skladni crtezi i lijepe slike, kojima je Covjek ukraSavao
svoje nastambe 1 hramove svojih bogova. I sada ti crtezi predocuju kadgod predmete ili
dogadaje iz prirode. Ali kadgod se oni na neki nacin ritmic¢ki pojednostavnjuju, figure
se periodicki ponavljaju, poprimaju geometrijske oblike s mnogo simetrija i pokazuju
takvu pravilnost kakvu u prirodi rijetko kada susre¢emo. Tako je pomalo od slobodnih
crteZa nastao ornament. No stvaralac takvih ornamenata morao je s estetskim ukusom
sjediniti i stanovito, makar i jednostavno, geometrijsko znanje.

Kod starih kulturnih naroda isticu se osobito egipatske gradevine bogatom
ornamentikom. O Egipcana su taj smisao za ornamente naslijedili Arapi, ali oni
su ga joS i dalje usavrSili, o ¢emu nam svjedoCe arabeske na divnim arapskim
gradevinama iz srednjeg vijeka. S propascéu arapske drZave, a zatim i kulture pada i
vaznost ornamenata kod ukraSavanja gradevina, pa i danasSnji rijetki ornamenti u vedini
slucajeva su kopije onih iz starog i srednjeg vijeka.

TeZznja da se zidovi i podovi gradevina pravilno ukrase geometrijskim figurama
stvorila je i problem parketiranja, tj. problem kako se moZe ravnina razdijeliti na
poligone, koji bi je potpuno i jednostruko prekrivali, ali uz neke odredene uvjete, koji
traZe stanovite pravilnosti s obzirom na oblik, vrstu i poredak poligona.

Dakako da moZemo zamisliti vrlo razlicite geometrijske uvjete, kojima bi takvo
“parketiranje” moralo zadovoljavati, pa ¢e stoga tu biti zapravo mnogo razliitih
problema, a time ocito i razli¢itih rjeSenja.

Mi éemo pokazati, kako se takav problem moZe postaviti i kako se na jednostavan
nacin mogu naéi moguca rjeSenja koja zadovoljavaju postavljenim uvjetima.

U tu svrhu moramo najprije dati neke definicije: onu toc¢ku ravnine, u kojoj se kod
neke razdiobe na poligone sastaju vrhovi susjednih poligona, zvat ¢emo “CvoriStem”.
Ako su svi kutovi, koji se u jednom cvoriStu sastaju, medusobno jednaki zvat éemo to
¢voriSte “pravilnim”. Osim toga ¢emo reéi da su dva CvoriSta sukladna, ako je slijed
kutova, koji se u njemu sastaju isti, tj. ako su dva po dva kuta u oba ¢voriSta medusobno
jednaka i ako su oni oko CvoriSta poredani istim ili obrnutim redom.

Postavljamo sada zadatak: naéi sve moguce razdiobe ravnine u pravilne poligone,
koji mogu imati razli¢it broj stranica, no sve stranice neka su medusobno jednake, a sva
¢vorista neka su medusobno sukladna. Na lijevoj polovici priloZene slike predocene su
dvije poligonske razdiobe ravnine, koje zadovoljavaju ovim uvjetima.

Da dodemo do svih mogucih rjeSenja postavljenog zadatka namice nam se kao prvi
uvjet, koji svakako mora kod mogudée razdiobe ravnine biti ispunjen, taj, da zbroj svih
kutova koji se sastaju u jednom &voristu, iznosi 360°.

Znamo da zbroj kutova u trokutu iznosi 180°. No svaki n-terokut mozemo razdijeliti
na n — 2 trokuta i to tako, da iz jednog njegovog vrha povucemo sve dijagonale.
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Odatle odmabh slijedi ve¢ poznata ¢injenica, da zbroj kutova u svakom n-terokutu iznosi
(n—2)-180°, pa ée prema tome jedan kut pravilnog n-terokuta iznositi

(n—2)-180°

n

Uzmimo sada najprije slucaj naSeg zadatka, gdje su svi poligoni jednakog broja
stranica, pa neka se dakle u svakom c¢voriStu sastane po k n-terokuta, tada moZemo
gore postavljeni uvjet izraziti jednadZbom

—2)-180°
k- (n—2)-180° _ 360°.
n
Skratimo li ovu jednadzbu sa 180°, a zatim joS s 2k, to ¢emo nakon male preinake
dobiti jednadzbu
1 1 1

k n 2
Dakle smo kao nuZni uvjet, koji mora biti ispunjen za moguénost rjeSenja postavljenog
zadatka, dobili jednu diofantsku* jednadZbu, tj. jednadZbu, kojoj se traZe rjeSenja samo
u cijelim brojevima.
Iz prirode samog zadatka slijedi da mora biti kK > 3 i n > 3, jer se u jednom c¢voriStu
ne moze sastati manje od tri poligona, niti moZe poligon imati manje od tri strane.

Stavimo 1i pokuSavajuci u gornju jednadzbu za n redom vrijednosti 3, 4, 5, 6, 7,

1 4
..., to ¢emo za k dobiti redom 6, 4, 35, 3, 25, .... Prema tome naSa diofantska
jednadzba ima uz gore spomenute uvjete samo ova tri rjeSenja:
n|3]4]6 |
kll6f4]3]

Ova nam rjeSenja kazuju ve¢ poznatu Cinjenicu, da se ravnina dade razdijeliti na
istostrane trokute, na kvadrate i na pravilne Sesterokute i to tako, da ih se u jednom
¢voriStu sastane po Sest, po Cetiri, odnosno po tri, ali da su to ujedno jedine mogudée
razdiobe ravnine na istovrsne pravilne poligone.

* Diofant, gréki matematicar, Zivio u Aleksandriji u 3. st. n. e.
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Ovi slucajevi razdiobe ravnine bili su poznati ve¢ u Pitagorinoj 8koli.

Promotrimo sada slucaj naSeg zadatka gdje dolazi viSe vrsta poligona. Bududi da
zbroj od po jednog kuta pravilnog trokuta, cetverokuta, peterokuta i Sesterokuta iznosi
378°, dakle, premaSuje 360°, to je ocito da u jednoj takvoj razdiobi ravnine ne moze
biti viSe od tri razliite vrste poligona.

Uzmimo najprije slucaj gdje u razdiobi ravnine dolaze dvije razli¢ite vrste poligona,
pa neka se dakle u svakom &voriStu sastane po k; nj-terokuta i kp ny-terokuta. Tada
moZzemo zakljuditi sli¢no kao i prije, da mora vrijediti jednadZba:

—2)-180° —2)-180°
(m —2) k- (n2—2)

np nz

ky - = 360°.

Skratimo li ovu jednadzbu s 360°, to dobivamo nakon malog pojednostavljenja

1 1 1 1
(3= n- ) -
"\2 m th 2 n
Ova nam diofantska jednadZzba daje nuZni uvjet za mogucénost rjeSenja postavljenog
zadatka u tom slucaju. Dakako da i sada moZemo, sli¢no kao i prije, zakljuciti, da mora
biti
ki+ky =23 nm =3 np=3.
U slucaju da u razdiobi dolaze tri vrste poligona od kojih se u svakom c&voriStu

sastaje po k; nj-terokuta, po k, n-terokuta i po k3 n3-terokuta, dobili bismo na isti
nacin kao uvjetnu jednadzbu:

a(y =)t ) +a(a5) =

no pritom mora i opet biti
ki+ky+ks >3, ni =35 np2>23; n3>3.

I sada moZemo, kao i prije, do rjeSenja ovih diofantskih jednadzbi do¢i pokuSavanjem.
Samo moramo pritom dobro paziti i postupati tako da ne previdimo nijedno moguce
rjeSenje, koje zadovoljava nasim uvjetima. Uzmimo kada u razdiobi ravnine dolaze dvije
vrste poligona. Tada moZemo ve¢ unaprijed zakljuciti da mora biti k; + k, < 6, jer bi
Sest pravilnih poligona moglo stati oko jednog ¢voriSta samo u sluc¢aju kad bi svi bili
trokuti. Prema tome za brojeve k; i k; postoji samo ovih devet moguénosti:

k12| 1]2)3[1]2]3]4 |
k232 t[4]3]2]1]

Za svaku od ovih moguénosti moramo napose potraZiti sva moguca rjeSenja naSe
jednadzbe. Uzmimo npr. slucaj k; = 1, k; = 2. Uvrstimo i te vrijednosti u jednadzbu,
pa ju jo§ malo uredimo, dobivamo

1 2 1
o on 2
Stavljamo li sada za n, redom vrijednosti 3, 4, 5, ..., to ¢emo dobiti ovaj niz rjeSenja
m| 3 |4]5]6] 7 [8]910]11]12]...
14 I8 | 10 | 22
—6‘ 10 6‘—‘4——— 3
. ‘ > 3 51317

Dakako vidimo i opet, da samo neka od tih rjeSenja zadovoljavaju naSim uvjetima.

Matematicko-fizicki list, LXVII 1 (2016. — 2017.) B 3



Na posve sli¢an na¢in moZemo ispitati i preostalih osam moguénosti, a ona analogno
i u slucajevima gdje dolaze po tri vrste poligona. Sva rjeSenja, koja ujedno zadovoljavaju
svim postavljenim uvjetima dana su u ovoj tablici:

ni|3(4|16[3]4/5|3(3(3|3(3]3 4141313
kjl6|4|3|1|1|2|2(43|1 (11|11 |1|1|2]|1
m|—|—|—112{8|10/6|6(4|7|8|9|10|6 |5 |4 |4
kll—|—|—12|2|1 2121|111 |1]1]1|2
m||l—|—|—|—|—|—|—|—|—142]24|18|15|12]|20(12|6
kll=|—-1—-1—-|—-|—|—|—-|/—-|1(1]1|1}]1]1|1]|1

Vidimo dakle, da nam naSe diofantske jednadzbe daju u svemu 17 rjeSenja. Ne
moZemo unaprijed ocekivati da ée svako od tih rjeSenja dati jednu mogucéu razdiobu
ravnine u pravilne poligone, jer su postavljeni nuZni uvjeti traZili samo, da zbroj svih
kutova oko jednog c¢vorista iznosi 360°. I doista, uzmemo li slijed poligona, nacinjen
prema kojem god rjeSenju iz gornje tablice, to ¢emo opaziti da te poligone mozZemo u
ravnini poredati oko jedne tocke — ¢voriSta — tako, da svi kutovi oko te tocke ispunjaju
puni kut. No pokusamo li sada, poSavsi od tog pocetnog ¢vorista, nastaviti poplocivanje
ravnine izgradujuci postepeno susjedna ¢vorista, tako da budu sva medusobno sukladna,
to ¢emo u viSe sluCajeva opaziti nakon par koraka da daljnje poplocivanje ravnine
nije moguce. Tako npr. ve¢ Sesto rjeSenje iz gornje tablice, tj. dva peterokuta i jedan
deseterokut ili, kako ¢emo krace pisati slijed (5,5,10) ne daje mogude poploCenje,
jer se niti sva CvoriSta oko jednog peterokuta ne daju na taj nacin izgraditi. Ipak ima
u svemu 11 sljedova poligona nacinjenih prema rjeSenjima iz naSe tablice, koji daju
mogude ravnine, a to su ovi: (3,3,3,3,3,3), (4,4,4,4), (6,6,6), (3,12,12), (4,8,8),
(3,6,3,6), (3,3,3,3,6), (3,3,4,3,4), (3,3,3,4,4), (4,6,12) i (3,4,6,4). Crtezi
razdioba ravnine za sljedove (3,3,3,3,6) i (3,4,6,4) nalaze se na lijevoj polovini
priloZene slike. Preostalih devet neka citalac pokuSa sam nacrtati.

Ve¢ smo prije istakli, da se problem parketiranja moZe na viSe nacina postaviti
stavljajudi razlicite uvjete pravilnosti. Promotrit ¢emo ovdje jo§ jedan takav slucaj. U
prvom smo sluc¢aju stavili kao uvjet pravilnost svih poligona i sukladnost svih ¢vorista.
Uzmimo sada obrnuto, i potraZimo one razdiobe ravnine, kod kojih su sva ¢voriSta
pravilna, ali ne moraju biti medusobno sukladna, dok za poligone neéemo traZiti
pravilnosti, ali traZimo da budu svi medusobno sukladni i da im se kruZnica dade upisati,
tj. da svi budu tangentni poligoni. CrteZi razdioba ravnine, koje bi zadovoljavale ovim
uvjetima nalaze se na desnoj polovici priloZene slike. I za ovako postavljeni zadatak
mogli bismo sli¢no kao i u proSlom slucaju postaviti nuzne uvjete u obliku diofantskih
jednadzbi. No taj posao moZemo sada pojednostavniti i konstruirati sva rjeSenja tako
postavljenog zadatka iz slika prvog problema. Ucrtajmo u te slike okomice, koje su iz
srediSta poligonu upisanih kruZnica spuStene na sve njegove stranice. U¢inimo li to za
svaki poligon, to ¢e sve tako konstruirane duZine €initi novu razdiobu ravnine, koja ¢e
zadovoljavati uvjetima drugog problema. Izvedemo li s tom razdiobom ravnine i opet
istu konstrukciju, to ¢emo ponovno dobiti sliku razdiobe iz prvog problema od koje smo
posli.

Po dva takva crteza iz prvog i drugog problema nalaze se na priloZenoj slici jedan
pokraj drugog.

Pokazali smo, kako se mogu lako uz primjenu posve jednostavnih matematickih
sredstava rijeSiti dva najjednostavnija slucaja problema parketiranja, no to je tek maleni
pocetak jednog dugog niza pitanja, koja bismo ovdje mogli postaviti. Dakako, kada
bismo u suStinu samog problema u njegovoj opcéenitosti malo dublje zasli, tada to viSe
ne bi bilo tako lako i ne bi se dalo rijeSiti onim sredstvima, kojima za sada raspolazemo.
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